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Es bleiben Integrale der unten definierten Art
W7 (m,n;a) iibrig. Analog kann man bei den Ionen-
integralen nach ¢, @, und v, (bzw. v,) integrieren.
AuBler W7 (m,n;a) bleiben Integrale’ der Form
Gj(m;a) zuriick. Diese beiden Integraltypen:
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numerisch auswerten. Man findet sie fiir ¢ = 1 bis
a="7Tin10,
Da es numerisch einfacher ist, die Integrale (4a),
(4b) und (4c) mit Hilfe der tabellierten Integrale:

ein Parameter ist, lassen sich nur

A () =[ ¢ % inda 1)
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mit a = 2 a S.

zu berechnen, werden sie auf diese zuriickgefiihrt.
Integral (4a) ist dimensionslos, (4b) bis (4f) haben
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did Dimension £ Z, worin Z die wihlbare Kern-
ao

ladungszahl in den Eigenfunktionen (Z = 24, ) ist.

Gemif unserer Definition von ¢, und 9, bestehen

folgende Identititen innerhalb der einzelnen Integral-

typen (auf die bereits oben hingewiesen wurde):
Saﬂ == Sﬂ as

Kyp=Kgas

aber: JypFJgqy;

Caﬂyézc?ﬂaézca(ﬁyﬂ:C}/éaﬂ (12)

ZC(Syp’aZCéa,b’yZCﬂyéazcﬂaéy;
Aapyo=Apady =Ayoaf=A0yfas
Lagys=Lygad-

Die vollstindigen Formeln fiir die Integrale sind
in Tab. 1 zusammengestellt. Tab. 2 enthilt die nume-
rischen Werte.
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Quantenelektrodynamische Selbstenergie
und exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung I’

Von H. SALECKER **
(Z. Naturforschg. 5a, 431—438 [1950]; eingegangen am 7. August 1950)

Im ersten Abschnitt wird iiber ein Verfahren zur Behandlung der Entartung in der Quanten-
theorie der Wellenfelder und insbesondere iiber den EinfluB der Entartung auf die Selbst-
energie des Elektrons berichtet. Es ergibt sich dabei, da3 die Behandlung der Entartung keine
Anderung der frither erhaltenen Ergebnisse bedingt. Im zweiten und dritten Abschnitt wird die
Herkunft der Selbstenergiedivergenz untersucht. Nach einer stérungstheoretischen Behandlung
im Abschnitt 2 wird mit Hilfe einiger einfacher Beispiele gezeigt, daf3 es keineswegs selbstver-
stiindlich ist, aus der Divergenz der zweiten Niherung auf die Divergenz des exakten Selbst-
energieausdrucks zu schlieBen. AnschlieBend wird die Frage nach dem Ursprung der Divergenz-
schwierigkeiten in der Quantenelektrodynamik mit Hilfe einer exakten Methode dahingehend
entschieden, daf diese aus den Grundlagen der Theorie stammen; d. h. die zugehorige
Schrédinger-Gleichung besitzt in Strenge gar keine Lésung zu endlichen Energieeigenwerten.
Diese Ergebnisse sind auch fiir die neue kovariante Formulierung von Tomonaga und

Schwinger giiltig.

chon oft ist auf die Schwierigkeiten hingewiesen
worden, die der Behandlung quantisierter Feld-
theorien beim Vorhandensein von Wechselwirkungs-

* Gekiirzte Diss. Tiibingen 1949. Teil I und II.

gliedern entgegentreten. Wegen der grof3en Kompli-
ziertheit der zugehorigen Schrodinger-Glei-
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chung ist es bisher nur moglich gewesen, diese mit
Hilfe der Stoérungstheorie zu lésen. Die dabei sich
ergebenden Entwicklungen fiir Selbstenergien und
Wirkungsquerschnitte divergieren in allen Gliedern
bis auf die jeweils niedrigstmogliche Niherung. Die
letztere jedoch liefert z.B. in der Quantenelektro-
dynamik Ergebnisse, die mit dem Experiment inner-
halb der Fehlergrenzen iibereinstimmen. Die Griinde
fir diesen merkwiirdigen Sachverhalt konnen zu-
niichst in zwei ganz verschiedenen Richtungen ge-
sucht werden. Einmal kann die Beniitzung der
Storungstheorie und der damit verbundenen Potenz-
reihenentwicklung nach dem Wechselwirkungspara-
meter die Ursache sein, zweitens aber kénnen die
auftretenden Divergenzen auch aus den Grundlagen
der Theorie stammen, so daf3 eine exakte Losung
gar nicht vorhanden ist. Wihrend die letzte Moglich-
keit einer Reihe von fritheren Versuchen zur Abinde-
rung der Theorie zugrunde gelegt war, sind besonders
in neuerer Zeit einige formale Versuche zur Beseiti-
gung der Schwierigkeiten unternommen worden, die
die erste Moglichkeit ernstlich in Betracht ziehen.
Hier sind besonders Arbeiten von H. W. Peng!?
und Stellen einer neueren Arbeit von Dirac? zu
nennen, ohne daf} diese Frage bisher endgiiltig in
einem bestimmten Sinne entschieden wurde.

In der vorliegenden Arbeit und einer folgenden*
soll nun eine Klirung dieses Fragenkomplexes ver-
sucht werden. Der erste Abschnitt berichtet iiber ein
an anderer Stelle® ausfiihrlich wiedergegebenes Ver-
fahren zur Behandlung der Entartung in der Quan-
tentheorie der Wellenfelder und insbesondere iiber
den EinfluB3 der Entartung auf die Selbstenergie des
freien Elektrons, wobei immer noch die Anwendbar-
keit der formalen Stoérungsrechnung vorausgesetzt
wird. Dabei ergibt sich, daf} die Entartung auf die
sogenannte transversale Selbstenergie, die durch die
Wechselwirkung des Elektrons mit den Lichtquanten
verursacht wird, in zweiter Niherung keinen Einflu3
hat. Die grundsiitzlichen Schwierigkeiten werden
also durch die Entartung nicht beseitigt oder ver-
ringert.

Im zweiten und dritten Abschnitt wird die Her-
kunft der Selbstenergiedivergenz untersucht. Dazu
ist es zunichst notig, einiges vom bereits Bekannten

1 H. W. Peng, Nature [London] 154, 544 [1944].

2 H. W.Peng, Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A 186,
119 [1946].

3 s. die erste unter 17 genannte Arbeit, S. 12—13.

4 H Salecker, Z. Naturforschg. 5a, Heft 9 [1950],
im folgenden als II zitiert.
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von neuem zu betrachten. Mit dessen Hilfe wird dann
der Ursprung der zusitzlichen quantenmechanischen
Selbstenergie festgestellt. Hierbei ist, wie ofters in
der vorliegenden Arbeit, bei mehr ins einzelne
gehenden Rechnungen die Heisenberg-Pauli-
sche Formulierung ® der Quantenelektrodynamik ohne
Auffilllung der negativen Energieniveaus also ohne
Lochertheorie zugrunde gelegt, da fiir die niihere
Analyse der charakteristischen Schwierigkeiten quan-
tisierter Feldtheorien die Korrespondenz mit der
klassischen Theorie wichtig ist, die der Positron-
theorie nicht unmittelbar zur Verfiigung steht. Zwar
werden durch den Ubergang zur Positrontheorie die
quantitativen Verhiiltnisse im einzelnen stark ver-
dndert, doch sind die charakteristischen Schwierigkei-
ten iiberall ganz entsprechend, so dafl unsere Uber-
legungen (insbesondere die allgemeinen in II) nicht
auf die spezielle Form der Theorie beschrinkt blei-
ben. Auf hierbei eintretende Unterschiede wird noch
jeweils hingewiesen. Mit Hilfe einiger einfacher Bei-
spiele wird weiterhin gezeigt, da3 es keineswegs
selbstverstindlich ist, aus der Divergenz der zwei-
ten Niherung auch auf die Divergenz des exakten
Selbstenergieausdrucks zu schlieBen, wie es verschie-
dentlich gemacht wurde. Anschliefend wird die
Frage nach dem Ursprung der Divergenzschwierig-
keiten untersucht und dahingehend entschieden, daf3
diese den Grundlagen der Theorie entstammen, d. h.
daB3 die zugehorige Schrodinger-Gleichung in
Strenge gar keine Losung zu endlichen Energieeigen-
werten besitzt.

1. Der EinfluBB der Entartung

Es ist kiirzlich von H. W. Peng!? darauf hin-
gewiesen worden, dafl die ungestorten Zustinde in
allen quantisierten Feldtheorien entartet sind, d. h.
daBB zu jedem Energieeigenwert viele verschiedene
Eigenfunktionen gehoren und daf3 deshalb das Sto-
rungsverfahren geiindert werden miifite. Weiterhin
wird der folgende Satz angefiihrt?: ,Wenn einige
Zustinde des ungestorten Systems entartet sind (ge-
nau oder fast entartet), dann konnen die Eigenfunk-
tionen . des gestorten Systems nicht mit Riicksicht
nach der Stérung in eine Potenzreihe von der Form

W= PO +yl+ 4.

5 H. Salecker, Diss. Tiibingen 1949, Teil I.

6 W.Heisenberg u. W.Pauli, Z. Physik 56, 1
[1929].

7 5. FuB3note 2, S. 126.
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entwickelt werden, wo wl(; die erste Potenz der Wech-
selwirkungskonstanten als Faktor enthilt, 2, die
zweite Potenz usw.” AuBlerdem wird behauptet, daf3
bei konsequenter Durchfiihrung der Stérungstheorie,
d. h. Behandlung der Entartung, die bekannten
Divergenzschwierigkeiten beseitigt wiirden. Nun ist
der Hinweis auf die Entartung bei quantisierten Feld-
theorien durchaus notwendig, denn in der bisherigen
Losung der zugehorigen Schrédinger-Gleichung
mit Hilfe der Stérungstheorie wurde der Entartung
keineswegs Rechnung getragen, im Gegensatz zur
urspriinglichen Schrodingerschen Stérungstheorie. Je-
doch der oben angefiihrte Satz von Peng ist in
dieser Form sicher nicht ganz einwandfrei, denn
auch in der Schrodingerschen Storungstheorie ent-
arteter Systeme wird eine Potenzreihenentwicklung
der gestorten Eigenfunktion nach dem Wechsel-
wirkungsparameter erhalten. Allerdings muf3 die Aus-
gangseigenfunktion des ungestdrten Systems erst
durch das Siikularproblem bestimmt werden, und
wenn die Entartung nicht nach einem Schritt auf-

gehoben ist, sind auch die weiteren Verbesserungen.

durch Sikularprobleme eindeutig festzulegen. Dieses
Vorgehen der Schrédingerschen Stérungsrechnung
kann leicht in die Quantentheorie der Wellenfelder
tibertragen und insbesondere auf die Berechnung der
sogenannten transversalen Selbstenergie des Elektrons
zweiter Nidherung angewendet werden?. Doch sollen
an dieser Stelle die diesbeziiglichen Entwicklungen
nicht im einzelnen dargestellt, sondern nur iiber den
Gang der Rechnung und die Ergebnisse berichtet
werden. Dabei wird aufler den durch die Behand-
lung der Entartung bedingten Erweiterungen des ge-
wohnlichen Verfahrens keine weitere Anderung vor-
genommen, um den Einflu der Entartung klar her-
auszustellen. Zuniichst wird ein fiir die Quanten-
elektrodynamik verallgemeinerter Greenscher Satz
aufgestellt, mit dessen Hilfe sich ganz analog wie bei
der Schrodingerschen Storungstheorie fiir stationiire
Zustinde eine Losbarkeitsbedingung fiir diejenige
aus der allgemeinen Schrédinger-Gleichung abgelei-
tete Gleichung ergibt, die die erste Niherung der
Wellenfunktion bestimmt. Diese Gleichung ist be-
kanntlich eine inhomogene Gleichung, in der auch die
erste Niherung des Energieeigenwertes auftritt. Die
Losbarkeitsbedingung besagt dabei, daf3 die rechte
Seite der inhomogenen Gleichung orthogonal sein
muf3 zu simtlichen Losungen der homogenen (unge-
storten) Gleichung. Beschrinkt man sich jetzt auf
solche Anfangszustinde des ungestorten Systems, bei
denen keine Lichtquanten vorhanden sind, so ist der
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Energieeigenwert E, gleich der Energie des Dirac-
Elektrons, und zu jedem Wert von E, gibt es viele
verschiedene Eigenfunktionen, die den verschiedenen
Richtungen des Impulses des Elektrons und den bei-
den Spinzustinden entsprechen. Das ungestorte Pro-
blem ist also hoch entartet. Entsprechend dem Falle
der Entartung in der Schrédingerschen Stérungstheorie
mul3 nun die passende Ausgangseigenfunktion des
ungestorten Zustandes erst durch das sogenannte
Sdkularproblem bestimmt werden. Dazu dient die
Losbarkeitsbedingung. Als Eigenfunktion zum un-
gestorten Zustand E, wird eine Linearkombination
aller entarteten Eigenfunktionen eingesetzt. Lif3t man
das iibliche Periodizititsvolumen V, in das man sich
das System in der Quantentheorie der Wellenfelder
meist eingeschlossen denkt, iiber alle Grenzen wach-
sen, so dal man auch kontinuierliche Eigenwertspek-
tren erhilt, so liefert die Losbarkeitsbedingung jetzt
eine homogene Fredholmsche Integralgleichung 2. Art
(Eigenwertproblem) mit den Koeffizienten der ent-
arteten Eigenfunktionen als Unbekannten und der
ersten Niherung des gesuchten Energieeigenwerts E;
als Eigenwert. Im vorliegenden speziellen Fall der
Selbstenergieberechnung  verschwindet jedoch die
linke Seite, so da3 E; = 0 folgt, wie zu erwarten ist.
Zur Selbstenergie konnen ja nur zweistufige und
hohere Prozesse gerader Ordnung beitragen. Die Be-
rechnung der ersten Niherung der Wellenfunktion
geschieht nun ganz in der iiblichen Weise durch Ent-
wicklung nach dem vollstindigen Orthogonalsystem
der ungestorten Eigenfunktionen. Bei der Bestim-
mung der zweiten Niherung ergibt sich wieder die-
selbe Losbarkeitsbedingung unter Ersetzung der
ungestorten Wellenfunktion durch die erste Niherung
der gestorten, da die Entartung nicht verringert ist.
Damit erhilt man wieder eine Integralgleichung von
dem eben erwiihnten Typ mit der zweiten Niherung
des Energieeigenwerts als Eigenwert. In dem vor-
liegenden speziellen Fall der Selbstenergieberechnung
reduziert sie sich jedoch auf eine einfache Gleichung,
die den schon von Waller® bzw. WeiBkopf?
gefundenen Ausdruck fiir die Selbstenergie liefert.

Es ergibt sich somit also, daf3 die Entartung auch
in zweiter Niherung weder aufgehoben noch ver-
ringert ist und daf3 die Behandlung der Entartung
keinen Einflu hat auf die divergierende transversale
Selbstenergie des Elektrons zweiter Niherung. Auch
rein anschaulich ist das eben erhaltene Resultat durch-
aus zu erwarten, da bei ganzer oder teilweiser Auf-

8 J. Waller, Z. Physik 62, 673 [1930].
9 V.F. WeiBkopf, Physic. Rev. (2) 56, 72 [1939].
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hebung der Entartung die Energie des gestorten
Systems auch von der Richtung des Impulses des Elek-
trons abhingen wiirde, was keinen physikalischen
Sinn hitte. Unsere Feststellung beriihrt sich hier mit
einer neueren Arbeit von J. Hamilton!?, der eben-
falls der Entartung keine bedeutende Rolle zuschreibt.

Bei dieser Feststellung erhebt sich sogleich die
Frage nach dem Verhalten der hoheren Niherungen.
Doch ist die Beantwortung der letzteren nicht von
groBer physikalischer Bedeutung. Die unverinderte
Divergenz der ersten Niherung bedeutet ndmlich ent-
weder, dal auch der ‘exakte Selbstenergieausdruck
divergiert, d. h. daB8 die zugehorige Schrodinger-Glei-
chung in Strenge gar keine Losung besitzt, oder daf3
mindestens die benutzte Methode, also die Storungs-
theorie, auch bei Beriicksichtigung der Entartung un-
passend ist. Zwischen diesen beiden Moglichkeiten
kann man aber durch eine Untersuchung der héheren
Niherungen nicht entscheiden. Die Klirung dieser
fundamentalen Frage, der wir uns im folgenden zu-
wenden wollen, muf} also in anderer Weise erfolgen.

2. Die transversale Selbstenergie
zweiter Niherung

Wie im Abschnitt 1 berichtet wurde, liefert auch
eine die Entartung beriicksichtigende konsequente
Storungstheorie in zweiter Niherung dieselbe diver-
gierende transversale Selbstenergie, die im Falle der
Quantenelektrodynamik ohne Auffiillung der nega-
tiven Energieniveaus, die wir wegen der ihr unmittel-
barer als der Positrontheorie zur Verfiigung stehenden
Korrespondenz mit der klassischen Theorie zunichst
betrachten wollen, schon von Waller?® berechnet
wurde und die fiir das makroskopisch ruhende Elek-
tron lautet
e* 1

[kdk.
e Tu
0

Eier bedeuten E, die Energie des ungestorten Elek-
trons, k = fiv die Lichtquantenenergie, u = mc? die
Ruhenergie des Dirac-Elektrons, ¢ die Elementar-
ladung, %= h/2x (h Plancksches Wirkungsquantum)
und ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Der Ausdruck (1.1)
divergiert quadratisch. Im Falle des makroskopisch
bewegten Elektrons tritt noch eine vom Bewegungs-
zustand abhingige lineare Divergenz dazu. Geht man
mit f— 0 zur klassischen Theorie tiber und beachtet
k = fv, so verschwindet die quadratische Divergenz
(1.1), wihrend die vom Bewegungszustand abhingige

10 J. Hamilton, Proc. physic. Soc. 59, 917 [1947].

E) = (1.1)

H.SALECKER

lineare Divergenz unverindert bleibt. Zusammen folgt
tiir das ruhende klassische Elektron E, = 0, d. h. die
transversale Selbstenergie verschwindet dann, wie es
sein muf3. Man erhilt also, da3 die quadratische Di-
vergenz (1.1) quantenmechanischen Ursprungs ist,
withrend die lineare Divergenz schon in der klassi-
schen Theorie vorkommt. Nun ergeben sich fiir ein
punktformiges bewegtes Elektron auch bereits klas-
sisch durch Lorentz-Transformation aus der elektro-
statischen Selbstenergie zusitzliche lineare Divergen-
zen, die fiir das ruhende Elektron verschwinden und
die die Energie darstellen, die durch das magnetische
Feld des bewegten Elektrons hervorgerufen wird. Die
Quantelung besteht jetzt beim Dirac-Elektron darin,
dafl man die Wurzel in der klassischen Hamilton-
Funktion in der von Dirac angegebenen Weise aus-
zieht, die Geschwindigkeit b durch den Diracschen
Matrixvektor ¢ ¢ sowie J 1 — v?/c? durch die Matrix 8
ersetzt und die bekannten Vertauschungsbeziehungen
fiir Ort und Impuls einfithrt. Wie Schréodinger!

gezeigt hat, bedeutet die Ersetzung von 9/c durch a),
daf3 sich das Elektron immer mit Lichtgeschwindigkeit
bewegt. Dieser Schrodingerschen Zitterbewegung
iiberlagert sich die makroskopische translatorische Be-
wegung. Das Elektron ist also immer von einem
Magnetfeld umgeben wie auch von einem alternie-
renden elektrischen Feld, den Feldern des sogenann-
ten Elektronenspins. Es ist deshalb zu erwarten, daf3
hier die klassischen zusitzlichen Divergenzen immer
bestehen. Die nihere Analyse der einzelnen Terme,
die von WeiBkopf? in der zweiten Niherung
durchgefithrt wurde, zeigt jedoch, daf3 sich die Bei-
trige der elektrischen und magnetischen Felder des
Spins in zweiter Nitherung aufheben, so daB hiervon
kein Beitrag zur Selbstenergie resultiert (im Gegen-
satz zur Theorie des Positrons, wo sich in diesem
Falle ein quadratisch und ein logarithmisch diver-
gierender Bestandteil ergeben; die quadratische Di-
vergenz hebt dann insgesamt in der zweiten Niherung
die sogleich zu besprechende Divergenz der Feld-
schwankungen auf, so daB nur eine logarithmische
Divergenz tibrigbleibt?).

In der Quantenelektrodynamik kommt jedoch zu
der Quantisierung des Elektrons noch die Quantisie-
rung des Feldes. Diese verursacht das Bestehen einer
Unschirfebeziehung zwischen der Anzahl der Licht-
quanten N und der Feldstirke E, da beide Grof3en
nicht kommutieren,

AN AE ~ E.

11 E.Schrédinger, Berliner Ber. 1930, 418 [1930].
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Dabei bedeutet AN die Unbestimmtheit in der Kennt-
nis der Lichtquantenzahl und 4E diejenige der Feld-
stiirke. Wenn N einen gegebenen Wert annimmt, d. h.
AN = 0, hat die Feldstirke danach keine bestimmte
Grofle, sondern schwankt um einen Mittelwert; also
auch wenn N = 0 ist, d. h. im leeren Raum wird die
Feldstirke bestindig schwanken (Nullpunktsschwan-
kungen, Bohr und Rosenfeld!?). Da die Licht-
quantenzahl bei der Selbstenergieberechnung be-
stimmt ist, ergeben die zugehorigen Feldschwankungen
erzwungene Schwingungen des punktformigen Elek-
trons mit einer Energie, die in zweiter Niherung qua-
dratisch divergiert (daB dieser Term quadratisch
divergiert, wurde schon von WeiBBkopf® gezeigt).
Dieser Beitrag liefert also die transversale Selbst-
energie des ruhenden Elektrons, die in (1.1) an-
gegeben ist.

3. Betrachtung der Selbstenergie
ohne Storungstheorie

Die bisherige Behandlung der Selbstenergie in
zweiter Niherung der Storungstheorie 148t die Frage
offen, ob die beobachteten Divergenzen aus den
Grundlagen der Theorie stammen oder vielleicht ganz
oder teilweise nur dadurch verursacht sind, daf3 die
formale Stérungsrechnung in der Quantenelektro-
dynamik nicht anwendbar ist und daB3 deshalb die
mathematischen Methoden gewechselt werden miis-
sen. In der Tat kann man leicht Beispiele fiir den
letzteren Fall angeben. Interessant ist dazu das Fol-
gende, daB3 auBerdem noch verschiedene Ziige der
Theorie veranschaulicht. Durch eine exakte Berech-
nung sei etwa fiir die Selbstenergie eines ruhenden
ausgedehnten Elektrons mit dem Radius a gefunden

x X

R

Wird dabei x = (e?/fic) (1/7) (& Jamc)> = (e%/Hc)
(1/m12) (%icla)® gesetzt, so erhilt man bei Entwick-
lung nach Potenzen der Feinstrukturkonstanten

W=mc (1.2)

(e*/hc)
W=ux(l—x+x>—234+—..) (1.8)
oder 2 1 [ne\
=—e—~(~9)—+..., (1.4)
hc wpu \ a

d. h. bei Ubergang zum punktférmigen Elektron
(a — 0) divergiert der Ausdruck in erster nicht ver-
schwindender Niherung wie der Ausdruck (1.1), der
die Selbstenergie des ruhenden Elektrons in der

12 N.Bohr u. L. Rosenfeld, Math. fysik. Medd.
Kopenhagen 12, Nr. 8 [1933].
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Quantenelektrodynamik ohne Lochertheorie angibt,
wihrend aus dem exakten Ausdruck (1.2) mit a — 0,
d. h. x — oo, folgt R

W =mc2.

Wir haben also hier ein Beispiel dafiir, daf3 die auf-
tretenden Divergenzen vollkommen durch die (un-
gerechtfertigte) Anwendung der Entwicklungsmethode
verursacht sind, wiihrend der exakte Ausdruck auch
im Falle des verschwindenden Teilchenradius einen
verniinftigen Wert liefert. Setzt man {ibrigens in dem
angegebenen Beispiel

x=(e*nc)Iln(a/mca),

so erhilt man fiir W

23
. X , €
W=mc® . ~— =mc?

i
L. ...
e n - (1.5)

nc mca

Das ist gerade der von WeiBB ko p f? in der Positron-
theorie gefundene Ausdruck fiir die zweite Niherung
der Selbstenergie. Bei endlichem Teilchenradius a
sind die einzelnen Glieder in der Reihe (1.3) alle
endlich, jedoch konvergiert (1.3) nicht fiir jedes a,
sondern nur fiir |x| < 1, da (1.3) die wohlbekannte
geometrische Reihe darstellt. Das liefert die Bedin-
gung fiir den Teilchenradius a

e 1 =&

Vre Vs me (1.6)

a=>

fiir das Beispiel zur gewdhnlichen Quantenelektro-
dynamik (ohne Auffiillung der negativen Energie-

niveaus) und von
i _ " cle?
a>-——e
mec

1.7)

in dem Beispiel zur Positrontheorie. Es ist interessant
zu bemerken, daf3 fiir die gewohnliche Quanten-
elektrodynamik solche Verhiltnisse tatsichlich von
Gustafson!® und bei der Positrontheorie sogar
genau (1.7) von WeiBkopf? als Konvergenzbedin-
gung fiir den Teilchenradius a gefunden wurden. Da-
bei beruht die erstere Untersuchung auf einer exakten
Methode, die letztere dagegen nur auf einer Unter-
suchung mit Hilfe der Storungstheorie, so daf3 damit
noch nichts zur exakten Losung in der Positrontheorie
gesagt ist.

Das dargelegte Beispiel gibt noch eine Erginzung
zu einem kiirzlich von Racah* ausgesprochenen
Gedanken. Racah betrachtet die Untersuchung von
WeiBkopf? zur Selbstenergie des Elektrons in der

13 T. Gustafson, Ark. Mat., Astronom. Fysik Ser. A,

26, Nr. 15 [1939].
14 G. Racah, Physic. Rev. (2) 70, 406 [1946].



436

Positrontheorie, wo unter anderem auch festgestellt
wird, daf3 die Divergenz in jeder Niherung logarith-
misch ist, wie das mit Hilfe unseres Beispiels in der
speziellen Form (1. 5) erlidutert wurde. Auerdem gibt
er Hinweise darauf, daf3 die Berechnung der héheren
Niherungen ebenfalls wie (1.5) eine alternierende
Reihe liefert. Aus diesen beiden Griinden hilt er es
weiterhin fiir wahrscheinlich, da8 die Divergenz in
der Lochertheorie nur durch die Entwicklungsmethode
verursacht ist und in Wirklichkeit gar nicht besteht.
Er schlief3t jetzt, dal wenn der exakte Ausdruck fiir
die Selbstenergie

W:mczf( & ..o )

mca hc)

lautet und

. n e* e’

}zl-rilof(.rﬁca ’ ﬁc) 7g(\ ﬁc)’
daf3 dann die Idee der rein elektromagnetischen Masse
g(e?/fic) = 1 erfordert, und dafBl diese Gleichung den
Wert der Feinstrukturkonstanten festlegen wird, wo-
bei der sich dabei ergebende Wert von e2/fic iiber die
Brauchbarkeit oder Unbrauchbarkeit der Idee der
rein elektromagnetischen Masse durch seine Uber-
einstimmung oder seinen Widerspruch mit dem ex-
perimentell bekannten entscheidet. Wir sehen nun aus
unserem Beispiel (1. 3), daB3 die logarithmische Diver-
genz keineswegs in besonderer Weise fiir eine Kon-
vergenz des exakten Ausdrucks (1.2) spricht, daf3
vielmehr dieser Ausdruck fiir jede beliebig mit a — 0
gegen oo divergierende Grofle x konvergiert. Ersetzt
man (1. 2) durch

g &
W=mc*—

—mcix(Ql+x+2>+2>+..),
1—x

so erhilt man eine Entwicklung mit nur positiven
Vorzeichen, zu der der exakte Ausdruck ebenfalls mit
a — 0 (d. h. x — co) konvergiert. Auch ergibt der exakte
Ausdruck (1.2) mit a — 0 vollkommene Unabhiingig-
keit von der Feinstrukturkonstanten e2/c. Die Idee
der rein elektromagnetischen Masse legt also hier den
Wert von e?/hc keineswegs fest. Es folgt deshalb,
daf3 auch dann, wenn keiner der von Racah angefiihr-
ten Griinde vorhanden wire, ebenfalls Konvergenz
des exakten Ausdrucks moglich sein wiirde, und daf3
dieser sogar so beschaffen sein kénnte, daf3 die Fein-
strukturkonstante bei @ — 0 dort gar nicht vorkommt.

Um nun die Frage der Divergenz oder Konvergenz
des exakten Selbstenergieausdrucks in der gewdohn-
lichen Quantenelektrodynamik zu kliren, kann man
zunichst die Korrespondenz mit der klassischen
Theorie zur Hilfe nehmen, obgleich diese nach den

H. SALECKER

obigen Ausfithrungen nur iiber einen Teil der Diver-
genzen Auskunft geben kann. Hier wird nun die
Bewegung eines geladenen Teilchens, das wir uns
vorerst mit endlichem Radius a vorstellen wollen,
durch die Lorentzsche Bewegungsgleichung bestimmt

iLIIt (mb):fg<€+ i UXJ')\)dr,

wobei o die Ladungsdichte darstellt. Dabei ist fiir
€ und 9 das gesamte Feld einzusetzen, d. h. das von
anderen Ladungen usw. hervorgerufene duBere Feld
und das Feld des betrachteten Teilchens selbst, das
z. B. die Reaktionskraft der Strahlung enthilt. Wertet
man jetzt das Integral auf der rechten Seite aus, so
erhiilt man bekanntlich aus den die Eigenfelder ent-

haltenden Gliedern unter anderem einen der Be-

(1.8)

&

schleunigung proportionalen Term, der die elektro-
magnetische Masse des Elektrons darstellt und der
mit ¢ — 0 linear divergiert. Die Eigenkrifte in der
Lorentzschen Gleichung (1.8) sind also fiir punkt-
formige Teilchen unendlich grof, so daf3 diese Glei-
chung bereits keine eigentliche Losung besitzt. Doch
kann man sich in diesem Falle noch verhiltnismiBig
leicht helfen, indem man unter Benutzung von ge-
wissen Kunstgriffen die Bewegungsgleichung in an-
derer Weise als (1. 8) hinschreibt1®. Auch ist es fiir die
praktische Rechnung von konkreten Problemen be-
kanntlich moglich, die Eigenkrifte in (1.8) einfach
wegzulassen, da ihr EinfluB in Wirklichkeit im all-
gemeinen klein ist, wenn man, wie tiblich, fiir die
Ruhmasse m, die experimentelle Masse einsetzt, wo-
bei die elektromagnetischen Triigheitsglieder mit be-
riicksichtigt sind. Man kann also fiir € und & in (1. 8)
das duBere Feld allein einsetzen, um eine gute Nihe-
rung zu erhalten.

Bei der daran anschlieBenden Hamiltonschen For-
mulierung tritt nach Elimination der longitudinalen
Wellen die Schwierigkeit wieder ganz klar zutage in
Gestalt des Coulomb-Terms 1/2 Y (eiej/rij), der die

i
statischen Selbstpotentiale 1/2 > (e;ei/ri;) enthilt, so

1

daB in der Hamilton-Funktion ein Bestandteil n- oo
(n Anzahl der Teilchen) vorkommt. Ein einfaches
Fortlassen dieses Ausdrucks zerstort bereits den von
Heisenberg und Pauli® bei der Aufstellung
der Quantenelektrodynamik gefithrten Beweis der
relativistischen Invarianz%. Die Forderung relativisti-

15 P, A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A,
167, 148 [1938].

16 Vgl hierzu etwa den Artikel von W.Pauli, Hand-

buch der Physik 24/1. Springer-Verlag, Berlin 1933, S. 261
bis 266.
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scher Invarianz der Theorie war ja bekanntlich einer
der Hauptgriinde fiir die Einfithrung des Punkt-
elektrons. Doch 1dBt sich das Streichen der statischen
Selbstenergie bzw. ihr EinschluB3 in die experimentell
bestimmte Masse des Elektrons auf anderem Wege in
durchaus invarianter Weise rechtfertigen, wie man
spiter gesehen hat. Dies leistet etwa der Wentzel-
Diracsche 2-Grenzproze317 oder vom Standpunkt der
verallgemeinerten Feldtheorie eine spezielle Wahl
der das Potential erzeugenden Funktion f(0)18. Jetzt
treten in der Hamilton-Funktion keine expliziten Un-
endlichkeiten mehr auf. Die Schrédinger-Gleichung

nody
o Y

hat also in der gewdhnlichen Quantenelektrodynamik
in Strenge bestenfalls erst einen Sinn bei Beniitzung
des A-Prozesses oder anderer Grenzprozesse. Auch bei
der Losung der Schrédinger-Gleichung mit Grenz-
prozef3 treten wieder Divergenzen auf, die nach der
Diskussion im Abschnitt 2 ihren Grund in den Schwan-
kungen des quantisierten Feldes haben. Bei dieser
Losung ist jedoch das Storungsverfahren benutzt, so
dafB3 die transversale Selbstenergie im Gegensatz zur
statischen nur in einer Niherung bekannt ist. Wie das
oben angefiihrte Beispiel zeigt, kann daraus noch
nicht mit Sicherheit auf die Divergenz des exakten
Ausdrucks geschlossen werden. Hier ist es jedoch
moglich, an eine nicht sehr bekannte Arbeit von
Gustafson' anzukniipfen. Dort wird die Schro-
dinger-Gleichung in einer (2.3) entsprechenden Form
als unendliches Differentialgleichungssystem benutzt
. (siehe II*, Abschnitt 1). Setzt man dann

—irt/fi

am(t)efiE”'t’,ﬁ =z,e ,

so erhilt man das folgende homogene Gleichungs-

system
(T—Em) zm:ZIJmn Zpo
n

das bekanntlich nur dann nicht triviale Lésungen be-
sitzt, wenn r eine Wurzel der Sikulardeterminante
Diy
I Dik:IHik_(r—Ek)(sikl:O
darstellt. Wie sich aus den das obige Vorgehen recht-
fertigenden physikalischen Griinden leicht ergibt, bil-
den die Wurzeln r, der Sikulardeterminante gerade
die Energieeigenwerte des Gesamtsystems. Fiir ein
ruhendes Elektron, das nur in Wechselwirkung mit
17 P. AL M. Dirac, Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A,

180, 1 [1942]; Com. Dublin Inst. Adv. Studies, Ser. A, Nr. 1
[1943].

o
-1

seinem Strahlungsfeld steht, gilt also
To= K -+ AE() )

wobei AE, die exakte transversale Selbstenergie des
Elektrons darstellt. Gustafson berechnete nun r, in
der Quantenelektrodynamik ohne Auffiillung der
negativen Energieniveaus bei Wechselwirkung des
Elektrons mit n Oszillatoren des Strahlungsfeldes, um
zu untersuchen, ob durch das oft als Notbehelf ver-
wendete sogenannte Abschneiden (d. h. man integriert
z.B. in (1. 1) nur von 0 bis zu einem gréBten Impuls
K) tberhaupt die Endlichkeit des gesamten Selbst-
energieausdrucks gewiihrleistet wird. Die Glieder der
aus der Storungstheorie folgenden Reihenentwicklung
sind dann zwar alle endlich, doch ist damit noch nichts
iber die exakte Selbstenergie bei Beniitzung eines
Abschneideverfahrens gesagt. Dem Abschneidever-
fahren entspricht nun in der Methode von Gustafson
die Beschriinkung, da3 das Elektron nur mit den im
Impulsintervall von 0 bis K liegenden Oszillatoren in
Wechselwirkung treten kann. Da wegen der Ein-
schlieBung in ein Periodizititsvolumen alle Energien
und Impulse nur diskrete Werte annehmen konnen,
ist diese Oszillatorenzahl endlich (etwa gleich n).
Gustafson fand dabei, dafl Konvergenz des Selbst-
energieausdrucks nur bei Wechselwirkung mit einer
Oszillatorenanzahl unterhalb einer festen endlichen
Schranke im Einheitsvolumen stattfindet. Fiir die
exakte transversale Selbstenergie, wie sie sich ohne
Abschneiden ergibt, hat Gustafson daraus keine wei-
teren Schlisse gezogen. Doch konnen wir jetzt un-
mittelbar daraus folgern, dal wenn wir n so grof3
withlen, daB3 es jedenfalls iiber der von Gustafson ge-
fundenen festen endlichen Schranke liegt, der exakte
Selbstenergieausdruck divergent ist. Beniitzen wir
nun gar kein Abschneideverfahren, so ist die Zahl der
Oszillatoren des Strahlungsfeldes, mit denen das
Elektron in Wechselwirkung treten kann, unendlich
grof}, also immer iiber der Schranke von Gustafson
gelegen. Damit ist der exakte Ausdruck fiir die trans-
versale Selbstenergie in der gewdhnlichen Quanten-
elektrodynamik als divergent erwiesen, d.h. die zu-
gehorige Schrodinger-Gleichung besitzt auch mit Be-
niitzung des A-Prozesses oder anderer Grenzprozesse,
die die statische Selbstenergie in invarianter Weise
eliminieren, zu endlichen Energieeigenwerten keine
exakte Losung.

Dieser Schluf3 liBt sich jedoch nicht unmittelbar in

18 F. Bopp, Ann. Physik (5) 42, 573 [1942] § 5, S. 595
oder auch Z. Naturforschg. 8a, 564 [1948], Einleitung,
insbesondere Gl. (4).
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die Positrontheorie iibertragen. Die Wechselwirkung
mit den unendlich vielen Vakuumelektronen negati-
ver Energie verindert bereits die elektrostatische
Selbstenergie des Elektrons in solcher Weise, dal3 sie
ebenso wie die transversale Selbstenergie in der
Positrontheorie logarithmisch divergiert und eben-
falls wie diese nur in stérungstheoretischen Nihe-
rungen berechnet werden kann. Versucht man nun
eine exakte Behandlung der Selbstenergie in der
Positrontheorie durchzufiihren, so trifft man auf die
fundamentale Schwierigkeit, daf3 das exakte Problem
gar nicht vollkommen definiert ist. Schon in hoheren
storungstheoretischen Niherungen treten bekanntlich
die Mingel an Eindeutigkeit hervor!®. Um also die-
sem Fragenkreis des Verhaltens der exakten Selbst-
energie niherzutreten, miifte man vorher erst eine

19 Erst in der letzten Zeit hat F. J. Dyson, Physic.
Rev. (2) 75, 1736 [1949], im Zusammenhang mit der
Tomonaga - Schwingerschen Masse - Ladungsrenormierung
genaue Vorschriften fiir die Behandlung der hoheren sto-
rungstheoretischen Nitherungen gegeben.

V.FALTINGS UND P. HARTECK

definiertere Positrontheorie schaffen. Mit der bisheri-
gen Formulierung kann man ganz verschiedenartige
,exakte” Ergebnisse erhalten2’, Wir muf3ten uns des-
halb beziiglich der exakten Behandlung auf eine
genauere Diskussion der Quantenelektrodynamik
ohne Lochertheorie beschrinken.

Die heutigen Schwierigkeiten in der Quanten-
elektrodynamik sind also nicht durch eine unpassende
mathematische Methode verursacht, sondern in den
Grundlagen der Theorie enthalten. Sie sind teilweise
klassischen und teilweise quantentheoretischen Ur-
sprungs. Die klassischen haben ihren Grund in der
unzutreffenden Formulierung der Eigenkriifte (ge-
nauer der Trigheitskrifte) von punktférmigen Teil-
chen, die quantentheoretischen in den Schwankungen
der quantisierten Felder.

Auf die weiteren sich daraus ergebenden Fragen
soll in II eingegangen werden. ‘

20 Zusatz b. d. Korr.: Dies gilt auch bei Benutzung der
kovarianten Formulierung von Tomonaga.

Der Tritiumgehalt der Atmosphére

Von V. FaLtinGs und P. HARTECK
Aus dem Physikal.-chem. Institut der Universitit Hamburg
(Z. Naturforschg. 5 a, 438—439 [1950]; eingegangen am 2. August 1950)

Tritium konnte im freien Wasserstoff der Atmosphiire, welcher zu Wasser verbrannt worden
war und elektrolytisch eingeengt wurde, an seiner f-Aktivitit nachgewiesen werden. In 10 cm?
Luft ist etwa 1 Tritium-Atom vorhanden, in der ganzen Atmosphire 1 Mol.

Der Entdeckung des Tritiums in der Atmosphiire
gehen eine Reihe von Arbeiten voraus, die hier
zunichst kurz geschildert werden mogen. H. Jen -
sen und der eine von uns hatten gezeigt!, da} in
den hochsten Schichten der Atmosphire der Wasser-
dampf durch das Ultraviolett der Sonne zerspalten
wird, die H-Atome das Schwerefeld der Erde ver-
lassen und der Sauerstoff zuriickbleibt, wodurch die
dauernden Sauerstoffverluste durch Oxydation der
Gesteine iber die geologischen Epochen ausbalan-
ciert werden. In einer Zuschrift an die ,,Naturwissen-
schaften“? haben H. Suess und der eine von uns
iiber Experimente berichtet, in denen gezeigt wurde,
daB der elementare Wasserstoff, welcher in einer Kon-
zentration von 5-10—7 mol/l in der normalen Luft ent-
halten ist, in seiner isotopischen Zusammensetzung vom
Normalen abweicht, da das Verhiiltnis D: H=1:4500

1 H. Jensen, Z. Naturforschg. 3a, 591 [1948].

gefunden wurde gegeniiber der normalen Zusam-
mensetzung von 1:6000. Wasserstoff, der aus Fiul-
nisprozessen usw. an der Erdoberfliche entsteht,
kann nur einen geringeren D-Gehalt als normaler
Wasserstoff besitzen, da im chemischen Gleich-
gewicht bei Zimmertemperatur mehr als 3-mal so-
viel D im Wasser als im Wasserstoff enthalten ist.
Trotzdem ist der D-Gehalt des aus dem Wasserstoff
der Luft gewonnenen Wassers hoher als der des nor-
malen Wassers. Dies kann offenbar nur so verstan-
den werden, daf3 der Effekt des bevorzugten Weg-
diffundierens von H-Atomen aus dem Schwerefeld
der Erde und die dadurch hervorgerufene D-Kon-
zentrationserhohung das soeben erwihnte Moment
iiberkompensiert. Dieses Ergebnis zeigt aber auch,
daB der in den hochsten Schichten der Atmosphire
zu HD rekombinierte Wasserstoff nur teilweise in

2 H. Suess, Naturwiss. 36, 218 [1949].



